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第四节定积分的换元法
与分部积分法

一、定积分的换元法

二、定积分的分部积分法

第五章
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一、定积分的换元法

证: 所证等式两边被积函数都连续, 因此积分都存在 ,
且它们的原函数也存在 .

是 的原函数 , 因此有则

)()( aFbF −= )]([ βϕF= )]([ αϕF−

)(tϕ )(tϕ′

)(tϕ )(tϕ )(tϕ′

定理1. 设函数 ,],[)( baCxf ∈ 单值函数 )(tx ϕ= 满足:
1) ( ) [ , ] ( );t tϕ α β ϕ′函数 在区间 上有连续的导数

2) ],[ βα 上,)(,)( ba == βϕαϕ

)(tϕ )(tϕ′则

在

[ ][ ( )]F t β

α
ϕ=
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说明:

1) 当β < α , 即区间换为 ，时],[ αβ 定理 1 仍成立 .

2)  必须注意换元必换限 , 原函数中的变量不必代回 .

3) 换元公式也可反过来使用 , 即

xxf
b

a
d)(∫=)(tϕ )(d tϕ)(tϕ )(tϕ′

)(tϕ )(tϕ′

配元不换限 ( )x tϕ=令

一代 二换三定限
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例1. 计算

解: 令 ,sin tax = 则 ,dcosd ttax =

;0,0 == tx 时当
2

, π
== tax 时

22 xay −=

xo

y

a

且

?用几何意义

)2sin
2
1(

2

2
tta

+=
0
2
π

4

2aπ
=

∴ 原式 = 2a

tta d)2cos1(
2

2
0

2

∫ +=
π

∫ 2
0

π
tt dcos2

三角代换
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例2. 计算

解: 令 ,12 += xt 则 ,dd,
2

12
ttxtx =

−
=

,0时当 =x ,4时=x .3=t

∴ 原式 = tt
t

t

d
2

2
1

3

1

2

∫
+

−

tt d)3(
2
1 3

1
2∫ +=

)3
3
1(

2
1 3 tt +=

1
3

3
22

=

;1=t

且

根式代换
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例3.  计算

解: 令 ,1
t

x = 则 ,d1d 2 t
t

x −=

,3时当 −=x ,2时−=x .
2
1

−=t;
3
1

−=t

且

1
2

1
3

2
d

1
t t

t

−

−
=

−
∫原式

1
2

1
2 22

1
3

1 (1 ) d(1 )
2

t t
− −

−
= − − −∫

21 2 1
2

t= − ⋅ −
3
1
2
1

−

−

2
3

3
22
−=

倒代换

∫
−

− −

2

2 2 1
d
xx

x
比较：
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例4. 设






<≤−
+

≥
=

−

01   ,
cos1
1

0    ,
)(

2

x
x

xxe
xf

x

解: 令 ,2−= xt 则 ,dd tx =

,1时当 =x ,4时=x .2=t;1−=t
且

0

1 2

1 d
2cos

2

xx−
= ∫ 22 2

0

1 d( )
2

xe x−− −∫
20 2

1 0
1[tan ] [ ]

2 2
xx e−

−= −
2
1

2
1

2
1tan 4 +−= −e

2

1
( )df x x

−
=∫
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证明: (1)

例5. 设f (x)是连续的以T(>0)为周期的周期函数，证明

(1) 对任何实数a，有

x=T+u

xxf
Ta

a
d)(∫

+
xxfxxf

Ta

T

T

a
d)(d)( ∫∫

+
+=

xxf
Ta

T
d)(∫

+
而 uTuf

a
d)(

0∫ +

uuf
a

d)(
0∫= xxf

a
d)(

0∫=

xxf
Ta

a
d)(∫

+
∴ xxf

T
d)(

0∫=

0 0
(2) ( ) ( )

nT T
f x dx n f x dx=∫ ∫

0
( )d ( )d

T a

a
f x x f x x= +∫ ∫
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例5. 设f (x)是连续的以T(>0)为周期的周期函数，证明

(2)

ttfTxF
Tx

d)()(
0∫
+

=+ ttfttf
Tx

x

x
d)(d)(

0 ∫∫
+

+=

( )F x= +

)()( xFTxF ≡+

ttf
T

d)(
0∫

(3)

0 0
(2) ( ) ( )

nT T
f x dx n f x dx=∫ ∫

0
( )

nT
f x dx∫

2

0 ( 1)
( ) ( ) ( )

T T nT

T n T
f x dx f x dx f x dx

−
= + + +∫ ∫ ∫

0
( )

T
n f x dx= ∫

0
(1) ( )d ( )d

a T T

a
f x x f x x

+
=∫ ∫
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例6. 证明

证明：

是以π为周期的函数.

t u π= −令

是以π为周期的周期函数.

2( ) sin d
x

x
f x u u

π
+

= ∫
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例7.

证:

(1) 若 ∫∫− =
aa

a
xxfxxf

0
d)(2d)(则

=∫− xxf
a

a
d)(

(2) 若 0d)( =∫−
a

a
xxf则

xxf
a

d)(
0
∫− xxf

a
d)(

0∫+

ttf
a

d)(
0∫ −= xxf

a
d)(

0∫+
xxfxf

a
d])()([

0∫ +−=

时)()( xfxf =−

时)()( xfxf −=−

奇零偶倍

tx −=令

=
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例8. ∫− ++
π

π
xxxx d)sin2cos1(计算

解：

∫ +=
π

0
d2cos12 xx ∫=

π

0
dcos22 xx

)dcosdcos(22
2

2
0 ∫∫ −=

π
π

π
xxxx

24=

奇函数

)sinsin(22
2

2
0

π
π

π

xx −=

偶函数

∫∫ −−
++=

π

π

π

π
xxxxx dsind2cos1原式

2
0

4 2 cos dx x
π

= ∫
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2tan2 4
0 ==
π

x

结论: ( )d
a

a
f x x

−
=∫ 0

[ ( ) ( ) ]d
a

f x f x x− +∫
1 [ ( ) ( ) ]d
2

a

a
f x f x x

−
= − +∫

例9. x
x

d
sin1
1

4

4
∫
− −

π

π ∫
− −

+
−−

= 4

4

d)
sin1
1

)sin(1
1(

2
1 π

π x
xx

x
x

d
cos

2
2
1

4

4
2∫

−
=

π

π x
x

d
cos

12 4
0 2∫=
π

( )d
a

a
f x x

−
=∫ ( )d

a

a
f x x

−
−∫

法二：

4
2

4

1+sin d
1 sin

x x
x

π

π
− −∫原式= 4 4

2 2
4 4

1 sin d= d +
cos cos

x xx
x x

π π

π π
− −∫ ∫
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例8. x
x

d
sin1
1

4

4
∫
− −

π

π

法三： 万能代换

令 ,
2

tan xt = 则 2 2
2 2sin d d

1 1
tx x t
t t

= =
+ +

，

2

2

tan
8

tan
8

2 d2 1
1

1
1

tt t
t

π

π
− +

⋅
−

+

∫原式=

sin
2tan

2 cos
2

x
x

x
=

2

2sin cos sin2 2
1 cos2cos

2

x x
x

x x
= =

+

tan =8
π

？
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x
x

d
sin1
1

4

4
∫
− −

π

π

1 2sin cos
2 2
x x

−
法五：

sin cos
2

2 2
= x x 
 
 

− 2 sin( )
2 4

2x π =   
−

3
8 8
π π

= −cot cot ( 2 1) ( 2 1)= + − −

4

24

1 d
2sin ( )

2 4

xx

π

π π−
−

∫原式= 24

4

csc ( )d( )
2 4 2 4
x xπ

π
π π

−
− −∫=

4

4

cot( )
2 4
x

π

π

π

−

= − −

法四： 4

4

1= d
1+cos( )

2

x
x

π

π π−
+

∫原式 4

24

1=2 d
2cos ( )

2 4

xx

π

π π−
+

∫

例8.
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例10.

∫∫ = 2
0

2
0

d)sin,(cosd)cos,(sin)1(
ππ

xxxfxxxf

∫∫ =
ππ π
00

d)(sin
2

d)(sin)2( xxfxxxf

证明： tx −=
2

)1( π
令

0=x ,
2
π

=⇒ t
2
π=x ,0=⇒ t

,dd tx −=⇒

∫ =2
0

d)cos,(sin
π

xxxf ∫ −−−
0

2

d)]
2

cos(),
2

[sin(π
ππ tttf

∫∫ = 2
0

2
0

dcosdsin
ππ

xxxx nn★

2
0

[cos ,sin ]df t t t
π

= ∫ 2
0

(cos ,sin )df x x x
π

= ∫
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∫∫ =
ππ π
00

d)(sin
2

d)(sin)2( xxfxxxf

证明： tx −= π令)2( ,dd tx −=⇒

0=x ,π=⇒ t π=x ,0=⇒ t

∫ =
π

0
d)(sin xxxf ∫ −−−

0
d)][sin()(

π
ππ ttft

∫ −=
π
π

0
d)(sin)( ttft

−= ∫
π

π
0

d)(sin ttf ∫
π

0
d)(sin tttf

用此结论可计算 ∫ +

π

0 2 d
cos1
sin x

x
xx 2

4
π

=
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例11.  计算 ∫ +
= 2

0
d

cossin
sinπ

x
xx

xI

解： ∫∫ = 2
0

2
0

d)sin,(cosd)cos,(sin
ππ

xxxfxxxf利用

∫ +
= 2

0
d

cossin
sin2

π
x

xx
xI ∫ +

+ 2
0

d
cossin

cosπ
x

xx
x

∫= 2
0

d
π

x
2
π

=

4
d

cossin
sin

2
0

ππ
=

+
= ∫ x

xx
xI

2
0

cos d
cos sin

x x
x x

π

=
+∫
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例12.  计算 ( )4
0

ln 1 tan t dt
π

+∫
4

0

cos sinln
cos
t t dt

t

π + =  
 ∫解：原式

( ) ( )4 4
0 0

ln cos sin ln cost t dt t dt
π π

= + −∫ ∫
( )4 4

0 0
ln 2 sin( ) ln cos

4
t dt t dt

π ππ = + − 
 ∫ ∫

( )4 4 4
0 0 0

sin( ) cosln 2 ln
4

lndt dt dt tt
π π ππ = + − +

 ∫ ∫ ∫

4 2
t uπ π

+ = −令

( ) ( )
0

4
0

4

ln2 ln cos ln cos
8

u du t dt
π

π
π

= − −∫ ∫ ln2
8
π

=

4
u tπ
= −即

P219-Ex 3
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二、定积分的分部积分法
定理2. ( ) , ( ) [ , ] ,u x v x C a b∈设 则

)()(d)()( xvxuxxvxu
b

a
=′∫ a

b
∫ ′−

b

a
xxvxu d)()(

例12.  计算 ∫ +
4

0 2cos1
dπ

x
xx

解: ∫= 4
0 2cos2

dπ

x
xx

原式 )(tand
2
1 4

0
xx∫=

π

[ ] 4
0tan

2
1 π

xx= xxdtan
2
1 4

0∫−
π

[ ] 4
0cosln

2
1

8

ππ x+=
4
2ln

8
−=

π

( )( ) ( ) ( ) ( ) d
b

a
u x v x u x v x x′ ′+∫ ( ) ( )u x v x=

a
b
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2
1
0[ ( )]

2
x f x=

xxx dsin0
1

0
2∫−= 1

0
2 ][cos

2
1 x=

1

0
( )I x f x d x= ∫

解：

∫ ∫=
1

0 1

2
d)dsin(

x
xt

t
txI计算例13.

∫ ⋅⋅−
1

0 2

22
d2sin

2
xx

x
xx

)11(cos
2
1

−=

2

1

sin( ) d ,
x tf x t

t
= ∫设 (1) 0f =则

2

2
sin( ) 2xf x x

x
′ = ⋅

21

0
( ) ( )

2
xf x d= ∫
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例14. 证明

n 为偶数

n 为奇数

,
22

1
4
3

2
31 π

⋅⋅⋅⋅⋅
−
−

⋅
−

n
n

n
n

,
3
2

5
4

2
31

⋅⋅⋅⋅
−
−

⋅
−

n
n

n
n

证明:

2
0

1 ]sincos[
π

xx n−⋅−= ∫ −−+ 2
0

22 dcossin)1(
π

xxxn n

0

∫ −−= −2
0

22 d)sin1(sin)1(
π

xxxn n

nI 2 1

0
sin d cosn x x

π
−= −∫

2 1

0
sin sin dn x x x

π
−= ⋅∫
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∫ −−= −2
0

22 d)sin1(sin)1(
π

xxxnI n
n

2)1( −−= nIn

由此得递推公式 2
1

−
−

= nn I
n

nI

于是 =mI2 222
12

−⋅
−

mI
m

m
4222

32
−⋅

−
−

⋅ mI
m
m

⋅⋅ 02
1

4
3 I⋅⋅

=+12mI 1212
2

−⋅
+ mI

m
m

3212
22

−⋅
−
−

⋅ mI
m
m

⋅⋅ 13
2

5
4 I⋅⋅

而 =0I ∫ 2
0

d
π

x ,
2
π

= ∫= 2
01 dsin
π

xxI 1=

故所证结论成立 .
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设 )(xf ′′ 在 [ ]1,0 上连续，且 1)0( =f ，

3)2( =f ， 5)2( =′f ，求∫ ′′
1

0
d)2( xxfx 。 

例15.

∫ ′′
1

0
d)2( xxfx ∫ ′=

1

0
)2(d

2
1 xfx

[ ] ∫ ′−′=
1

0
1
0 d)2(

2
1)2(

2
1 xxfxfx

)2(
2
1 f ′=

[ ])0()2(
4
1

2
5 ff −−= 2=

解：

[ ]10)2(
4
1 xf−


设
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